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где r = |z|, причем константы 1/3, 1/2 и 1/4 не могут быть улучшены.
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В статье представлен критерий полной α–достижимости для полигармонических
функций. Как следствие, отсюда получен критерий полной звездообразности (случай
α= 0) для полигармонических функций.
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Внекоторыхразделахматематики (например, в теоремах вложения, в теорииин-
тегральных представлений функции, в вопросах граничного поведения функций,
разрешимости задачи Дирихле) важно, чтобы область определения функцииΩ⊂Rn
удовлетворяла условию конуса, т. е. чтобы существовали универсальные для Ω чис-
ла α ∈ (0;1) и H ∈ (0;∞] такие, что для каждой точки p ∈Ω прямой круговой конус
V (l (p), H) с вершиной в точке p, раствора απ, высотой H , осью симметрии l (p) ле-
жал в Ω [1].
Обозначим через Bn[x,R] замкнутый евклидов шар в Rn с центром в точке x и
радиуса R. В [2] были определены α–достижимые области:
Определение 1. [2] Область Ω ⊂ Rn, 0 ∈ Ω, называется α–достижимой (относи-
тельно 0), α ∈ [0;1), если для каждой точки p ∈ ∂Ω существует такое число r = r (p)>
0, что конус
K+(p,α,r )=
{
x ∈Bn[p,r ] :
(
x−p, p∥p∥
)
≥ ∥x−p∥cosαπ
2
}
⊂Rn\Ω.
В [2] было показано, что α–достижимые области являются областями с условием
конуса, при этом l (p)=−p, и было доказано, что α–достижимые области являются
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звездообразными. В случае α = 0 класс 0–достижимых областей в Rn совпадает с
классом областей, звездообразных относительно 0. Об α–достижимых областях см.
также [3].
Эти области вплоском случае (n = 2) исследовали J. Stankiewicz [4–5], D.A. Brannan
и W.E. Kirwan [6].
Так, например, в [4–5] J. Stankiewicz рассматривал класс S1−α, состоящий из (1−
α)–звездообразных, α ∈ [0;1], аналитических в единичном круге B = {z ∈ C : |z| < 1}
функций вида f (z)= a1z+a2z2+ . . . , a1 ̸= 0, удовлетворяющих условию∣∣∣arg z f ′(z)
f (z)
∣∣∣< (1−α)π
2
∀z ∈B,
и показал, что областьΩ ̸=Cα–достижима⇐⇒Ω= f (B), где f —некотораяфункция
из класса S1−α.
В [2] P. Liczberski и В. Старков обобщили этот результат на класс биголоморфных
в открытом единичном евклидовом шаре BN , N ≥ 1, функций f : BN −→ CN , таких,
что f (0)= 0 и
ℜ{z∗(D f (z))−1 f (z)}≥ ∥z∗(D f (z))−1∥ ·∥ f (z)∥ · sinαπ
2
∀z ∈BN ,
и доказали, что все такие функции, отображающие BN на α–достижимые области,
обладают свойством наследственности (наследуют α–достижимость), т. е. если r ∈
(0;1), то каждая область f (rBN ) α–достижима, α ∈ (0;1).
Известно, что в классе гармонических функций f :C→C, f (0)= 0, сохраняющих
ориентацию в B, свойство выпуклости или звездообразности f (B) не наследуется.
В таких случаях, выделяют и рассматривают подкласс функций, которые обладают
свойством наследственности (см. [7]).
Далее дадим определение p–гармонической функций.
Определение 2. [8] Функция f ∈C 2p (B), p ∈ N, называется p–гармонической (или
полигармонической), если ∆p f = 0 в B, где ∆— оператор Лапласа.
Известно, что p–гармоническая сохраняющая ориентацию в B фунция, может
быть представлена в виде
Φ(z)=
p∑
k=1
|z|2(k−1)Fp−k+1(z), (1)
где функции Fp−k+1 = hp−k+1 + g p−k+1, k = 1, . . . , p, являются гармоническими,
hp−k+1 и gp−k+1 — аналитическими в B. Заметим, что каждая гармоническая функ-
ция является p–гармонической.
В этом классе p–гармонических функций рассмотрим подкласс функций, насле-
дующих α–достижимость.
Определение 3. [9] Будем говорить, что p–гармоническая функция Φ, Φ(0) = 0,
JΦ(z)> 0, является вполнеα–достижимой,α ∈ [0,1), если для каждого r ∈ (0,1]функция
Φ отображает Br = {z ∈C : |z| < r } на α–достижимую область.
Теорема 1. [9]ПустьΦ является p–гармонической функцией вB вида (1),Φ(0)= 0, и
JΦ(z)> 0 вB.ТогдаΦ вполнеα–достижима,α ∈ [0,1)⇐⇒ для любого z ∈B выполняется
неравенство
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p∑
k=1
|z|2(k−1)ℜ{z(h′p−k+1Φ− g ′p−k+1Φ)}≥ sin απ2 · |Φ| ·L1/2,
где L =ℜ2
{
z
p∑
k=1
|z|2k−2(h′p−k+1− g ′p−k+1)
}
+ℑ2
{
z
p∑
k=1
|z|2k−2(h′p−k+1+ g ′p−k+1)
}
.
Как следствие, отсюда получаем критерий полной α–достижимости для бигар-
монических (p = 2) функций.
Следствие 1. Пусть Φ(z) = |z|2F1(z)+ F2(z) — бигармоническая функция в B, где
Φ(0) = 0, Fk = hk + g k (k = 1,2) — гармонические функции в B. Тогда Φ вполне
α-достижима, α ∈ [0,1) ⇐⇒ для любого z ∈B выполняется неравенство
|z|2Re
{
z(h′1Φ− g ′1Φ)
}
+Re
{
z(h′2Φ− g ′2Φ)
}
≥ sinαπ
2
· |Φ| ·L, (2)
где L2 = |z|6(|h′1|2+|g ′1|2)+|z|2(|h′2|2+|g ′2|2)+2|z|4Re
{
h′1h2
′+ g ′1g 2′
}
−
−2Re{z2(h′2g ′2+|z|4h′1g ′1)}−2|z|2Re{z2(h′1g ′2+ g ′1h′2)} .
В случае α = 0 мы получаем критерий полной звездообразности для p–
гармонических функций.
Следствие 2. ПустьΦ является p–гармонической функцией в B вида (1),Φ(0)= 0, и
JΦ(z)> 0 в B. Тогда Φ вполне звездообразна⇐⇒
p∑
k=1
|z|2(k−1)ℜ
{
zh′p−k+1Φ
}
≥
p∑
k=1
|z|2(k−1)ℜ
{
zg ′p−k+1Φ
}
для любого z ∈B.
В случае p = 1 мы получаем критерий полной α–достижимости для гармониче-
ских функций.
Следствие 3.ПустьΦ(z)= h(z)+g (z) является гармонической функцией вB,Φ(0)=
0, JΦ(z)> 0 в B. Тогда Φ вполне α–достижима, α ∈ [0,1) ⇐⇒ для любого z ∈B
|h(z)|2 ·ℜ
{
zh′(z)
h(z)
}
−|g (z)|2 ·ℜ
{
zg ′(z)
g (z)
}
−ℜ{z(g ′(z)h(z)−h′(z)g (z))}≥
≥ sinαπ
2
√
|z|2(|h′|2+|g ′|2)−2ℜ{h′(z)g ′(z)z2}√|h(z)|2+|g (z)|2+2ℜ{h(z)g (z)}.
Следствие 4. В случае α= 0 из следствия 3 мы получаем известное условие полной
звездообразности для гармонических функций [7]:
|h(z)|2 ·ℜ
{
zh′(z)
h(z)
}
≥ |g (z)|2 ·ℜ
{
zg ′(z)
g (z)
}
+ℜ{z(g ′(z)h(z)−h′(z)g (z))}
для любого z ∈B.
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Следствие 5. Если в следствии 3 функция Φ(z) является аналитической в B, то Φ
вполне α–достижима, α ∈ [0,1) ⇐⇒ для любого z ∈B
ℜ
{
zΦ′(z)
Φ(z)
}
≥ sinαπ
2
∣∣∣∣zΦ′(z)Φ(z)
∣∣∣∣ .
Последнее неравенство равносильно неравенству∣∣∣∣arg(zΦ′(z)Φ(z)
)∣∣∣∣≤ π2 (1−α). (3)
Но это условие известно,так какΦ(B) являетсяα–достижимой (α ∈ [0,1))⇔Φ вполне
α–достижима (см. [2]), иΦ(B)α–достижима⇔ выполняется неравенство (3) (см. [4] –
[6]).
Следствие 6. Если Φ(z) — аналитическая, то в случае α = 0 из Следствия 2 мы
получаем известное условие звездообразности:
ℜ
{
zΦ′(z)
Φ(z)
}
≥ 0 ∀z ∈B.
Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 17-11-01229).
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CRITERION OF FULLY α–ACCESSIBILITY FOR POLYHARMONIC FUNCTIONS
K.F. Amozova, E.G. Ganenkova, S. Ponnusamy
In this article, we present a new criterion of fully α–accessibility for polyharmonic functions, which, in
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particular, produces a criterion of fully starlikeness for polyharmonic functions.
Keywords: polyharmonic function, fully α–accessible function, α–accessible domain, starlike domain.
УДК 517.546.1
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В статье представлены новые критерии инъективности для полигармонических и по-
лианалитических в круге функций.
Ключевые слова: однолистность, полигармоническая функция, полианалитиче-
ская функция.
Большое количество исследований, российских и зарубежных, посвящено усло-
виям однолистности (инъективности) аналитических в единичном круге D= {z ∈C :
|z| < 1} функций. Одним из таких условий является следующий критерий однолист-
ности И. Е. Базилевича в терминах коэффициентов аналитической функции.
ТеоремаA. [1]Аналитическая вDфункция F (z)=∑∞n=1 cn zn является однолистной
тогда и только тогда, когда для каждого z ∈D и каждого t ∈ [0,π/2] справедливо
∞∑
n=1
cn
sinnt
sin t
zn−1 ̸= 0,
(
sinnt
sin t
)∣∣∣
t=0 = n. (1)
Для гармонических в D функций условий однолистности получено гораздо мень-
ше (см., например, [2] и [3]).
В докладе будут представлены критерии однолистности для полигармонических
и полианалитических вDфункций, опубликованные авторами в [4], а также связан-
ные с ними результаты.
Пусть p ∈N.
Определение. Комплекснозначная функция F ∈C 2p (D), называется p-гармони-
ческой (или полигармонической) вD, если∆p F (z)= 0 вD, где∆—оператор Лапласа.
Известно [5], чтофункция F ∈C 2p (D) является p–гармонической вD тогда и толь-
ко тогда, когда F представима в виде
F (z)=
p∑
k=1
|z|2(k−1)Fp−k+1(z),
где каждая функция Fp−k+1 = hp−k+1+g p−k+1, k = 1, . . . , p, является гармонической в
D. Без ограничения общности можно считать, что hp−k+1(0)= 0= gp−k+1(0). Напом-
ним, что каждая гармоническаяфункция f вDможет быть записана в виде f = h+g ,
